Sustavy linearnych rovnic

D. Sustava rovnic je sthrn najmenej dvoch rovnic obsahujucich minimalne dve nezname.
P. Predpokladajme, Ze ststava obsahuje K rovnic, pricom pocet vsetkych neznamych v rovniciach je n (nemusi
kazda rovnica sustavy obsahovat’ vSetky nezname).

usporiadand n-tica Cisel je rieSenim sustavy rovnic — po dosadeni hodnot vsetkych premennych do povodnych
rovnic sustavy v kazdej rovnici plati rovnost’ (dostaneme rovnaké hodnoty na obidvoch stranach rovnic)

P. Nezabudnime, Ze jedno rieSenie sustavy vzdy znamena viac ¢isel, ich pocet sa rovna poctu neznamych — n.

riesit’ sustavu rovnic — najst’ vSetky riesenia sustavy
mnoZina rieSeni — sihrn vsetkych rieSeni stistavy rovnic
ekvivalentna uprava sustavy rovnic — sistava pred Upravou a po uprave ma presne tie isté rieSenia — ani
nepribudne ani neubudne rieSenie
ekvivalentné upravy:
- k obidvom stranam rovnice ststavy mozeme pripocitat’ to isté Cislo alebo ten isty vyraz —
prenasanie ¢lenov z jednej strany na druhu
- obidve strany rovnice sustavy mdézeme vynasobit’ tym istym nenulovym cislom alebo vyrazom —
odstranenie zlomkov a koeficientov
- rovnice sustavy moézeme scitat’ (zluc¢it'): 'avia stranu s I'avou a pravu s pravou — redukcia (zniZenie
poctu neznamych — naraz aj viac) neznamych alebo eliminacia (odstranenie) neznamej
P. Este jedna ,,iprava“: mozeme zmenit’ poradie rovnic ststavy. Ale podobne ako pri rovniciach sme spomenuli
vymenenie stran rovnice, ani tento krok nie je takou upravou, ktorou sa priblizujeme k rieSeniu sustavy.

skuska spravnosti — vysledok/vysledky dosadime do pdvodného tvaru sustavy rovnic (do kazdej rovnice) — ak
plati rovnost’ vo vSetkych rovniciach, potom je rieSenim, in4¢ nie.
P. K tplnému riesSeniu sustavy hocijakého typu patri aj skuska.

triedenie sustav rovnic:
podla poc¢tu rovnic: sustava dvoch, troch, ... rovnic
podl'a poctu neznamych: sustava s dvomi, tromi, ... nezndmymi
podrla stupne: linearnych, kvadratickych, ...

Ako postupujeme pri rieSeni stistav? Postupne eliminujeme nezname, aby na konci v jednej rovnici ostala iba
jedna neznama. Za¢neme s najjednoduchsimi:

Sustavy dvoch linedarnych rovnic s dvomi neznamymi
Vseobecne (po tpravach: po odstraneni zlomkov, zatvoriek, prenasani a zluceni ¢lenov) ma tvar:

a;x + byy=c; , kde ai; az; bg; b2y c1; 2 ER

a,X + b,y=c,
P. Pri upravach jednotlivych rovnic piSeme obidve rovnice paralelne (aj ked uZz jedna je upravend)
a podc¢iarkneme druht rovnicu (tym oddelime od d’al$ieho kroku v upravach).

V. Riesenim takto upravenej sustavy, ak ma, je dvojica ¢isel (predpoklad: a.b> — a2.b1 # 0):

_ baci—bicy _ a1C2—aCy

aiby—azbq aiby—azby

Tento vzorec ale nezvykneme pouzivat' a ani by som nechcel pri rieSeni sistavy. Mame ale rozne spdsoby,
metody, ktorymi moZeme riesit’ sustavy.
ESte o pocte rieSeni ststavy dvoch linedrnych rovnic s dvomi neznamymi. Takéto stistava mdze mat’:
a, jedno rieSenie (dvojica ¢isel) — drviva vicsina prikladov
b, nekone¢ne vel’a rieseni — ale nie hocijaka dvojica Cisel: zvolenie jednej neznamej uz urci hodnotu
druhej nezndmej (jednu nezndmu vyjadrime pomocou druhej neznamej z jednej rovnice sustavy);
podobne ako pri rovniciach: na konci dostaneme pravdu (rovnost’ rovnakych ¢isel)
¢, nema rieSenie — na konci dostaneme nepravdu (rovnost’ dvoch roznych cCisel)

1. dosadzovacia metdda (substitu¢na):
- Z jednej rovnice sustavy vyjadrime jednu neznamu (z tej rovnice a ti neznamu, ktora ma najmensi

koeficient — najblizsie celé Cislo k nule — lebo tym koeficientom pri vyjadreni treba delit’ rovnicu),
potom vyraz z druhej strany vyjadrenia dosadime do druhej rovnice



- ta potom uz iba jednu neznamu obsahuje, ktort potom I'ahko vyjadrime
- vypocet druhej neznamej je potom dosadenim do vyjadrenej rovnice

2x+y=-05 [-2x
5x+3y=-2
y =-0,5-2x

5x + 3(-0,5—-2x) =-2
5x-15-6x=-2

Xx-15=-2 +1,5

-x=-0,5 1.(-1)
x=0,5

y=-05-205=-05-1=-15

skuska:

[1:205+(-1,5)=1-15=-05

P1:-0,5

L1=P1

[2:5.05+3.(-15)=25-45=-2

Py -2

L2=P;

P =1[0,5; -1,5]

P. RieSenie (dvojicu ¢isel) vzdy piSeme podl'a abecedného poradia (a nie podla poradia vypocitania) — priklady
mozu obsahovat’ aj iné nezname ako x a y.

2. s¢itacia metoda (adi¢nd — metdda opacnych koeficientov):
- tak nasobime rovnice (niekedy staci jednu) aby pred jednou z neznamych stali opaéné koeficienty
v rovniciach; td nezndma po sé¢itani rovnic zmizne zo zlucenej rovnice (ich stucet sa rovna nule)
- druhti neznamu vypocitame dosadenim do rovnice s mensimi koeficientmi (mézeme aj do druhej,
ale potom pocitame s va¢simi ¢islami)

3Xx—-2y=38
2x+y=10 1.2
3Xx—-2y=38
4x + 2y =20 1. +11.
7x =28 7
Xx=4
24+y=10
8+y=10 /-8
y=2

P = [4: 2] + skuska

3. porovnavacia metdda (komparacna):
- Z obidvoch rovnic vyjadrime ten isty vyraz tak (mozZe to byt aj jedna z neznamych), aby na druhych
stranach boli vyrazy s tou istou jednou neznamou alebo bez
- potom mozeme pisat’ rovnost’ tych druhych stran — rovnica s jednou neznamou
- druht nezndmu vypocitame dosadenim do rovnice s mensimi koeficientmi

P. Vel'mi zriedkavo sa vyuziva tato metdda. Vacsinou kazdy pouziva iba jednu z prvych dvoch metod — svoju
obl'ibenu. Ale niekedy ststava ma taky tvar, Ze prave pouZitie tej druhej, ,,neoblibenej* metody rychlejsie
dosiahne svoj ciel’. Aj tato porovnavacia metdda patri do tej skupiny, ak rovnice maju taky tvar, potom ¢lovek ju
pouZzije.

Xx—-3y=4 1.5
5x+3y=-1
5x — 15y =20 [+18y
5x+3y=-1

5x + 3y =20 + 18y



ox+3y=-1

20 + 18y = -1 1-20
18y = -21 /:18
- _2__7
Y="%" "5
7 —
x-3(-2)=4
X+l=4 /-2
2 2
-1
T2

p= E —g] + skiiska

4. grafickd metoda:
- Z obidvoch rovnic vyjadrime Yy, tym dostaneme vlastne dve linearne funkcie

- nakreslime grafy obidvoch funkcii (dve priamky) do jednej stiradnicovej sustavy a ich priesenik
(ak existuje) mé suradnice ako rieSenie sustavy

P. Tato metdda iba vtedy funguje, ak rieSenie je dvojica celych ¢isel. In4€ je nie vel'mi presna.

4x -3y =4 [-4x
X—2y=-4 /-X
-3y =4 —4x I:(-3)
-2y =-4-X 1:(-2)
4 4
Yy=3*73
y=%x+2
f'y:ix_i
) 3 3
qy:%x+2

P =[4; 4] + skuska
Vicsina prikladov je takych, kde ststavu tvoria dve obycajné rovnice, alebo maximalne racionalne koeficienty
sa vyskytujui v rovniciach (Cislo v menovateli). Ale existuju aj zlozitejSie sustavy, ktoré obsahuju lomené vyrazy.

priklad:
RieSme sustavu:
4 7 1 2 3 13
a,=+-=— b, =—=
X y 15 2X-y  X+3y 5
2 3 19 1 4 21
X y_ 15 2x-y X+3y_ 5
a, X5y #0

odstranme lomené vyrazy



7 1
, = y 1.15xy
; = - = /15xy
60y + 105x = xy
30y — 45x = -19xy 1.(-2)
eliminujme y na l'avej strane
60y + 105x = xy
-60y + 90x = 38xy 1.+ 11.
195x = 39xy
anulujme rovnicu a potom vyjmime x
195x —39xy =0
X(195-39y) =0
v podmienke sme zabezpecili, aby X a Yy sa nerovnali nule — mo6zeme delit’ rovnicu s X

195-39y =0 [+39y
195 = 39y /:39
5=y
4 7 1
- + P = P /.15x
60 + 21X =X [-21x
60 = -20x /:(-20)
-3=X
P =[-3; 5] + skaska
b, 2X—-Yy#0
2X#y
X+3y#£0
X # -3y
2 3 _ 13
2x-y  x+3y - ?
1 4 21

2X-y X+3y B ?
sktisme iny, jednoduchsi spdsob (hoci bude dlhsi)

zaved’'me substiticiu:
1

a=
2X-y
_ 1
B X+3y
potom sustava prejde do tvaru:
2a+3b=—= 15
a-4b== 15
10a + 15b =-13
5a—20b=21 1.(-2)
10a + 15b =-13
-10a + 40b = -42 1.+ 11.
55b =-55 /:55
b=-1
5a-20.(-1)=21 1-20
Sa=1 5
1
a=-

5

rieSenie sustavy po substitlcii je jednoduchsie, ale zial musime vypocitat’ pdvodne nezndme — praca
navyse

1.5(2x —y)



_ 1

- X+3y
1

1= 1.(x + 3y)
-1.(x+3y)=1
Xx-3y=1
2X—-y=5
x—3y=1 /.2
2X—-y=5
-2X -6y =2 1.+ 11.
Sty=7 [:(-7)
y=-1
2x—(-1)=5 /-1
2X=4 /2
X=2

P =[2; -1] + skaska
Sustavy troch linearnych rovnic s tromi neznamymi
Vseobecne (po upravach: po odstraneni zlomkov, zatvoriek, prendSani a zluceni ¢lenov) ma tvar:
a;x + by + cyz=d; , kde az; az; as; by; b; bs; ¢1; €2, €3; d1; do; d3 € R
a;x+ b,y +c,z=4d,
dsX + b3y + C3Z= d3
V. Riesenim takto upravenej sustavy, ak ma, je trojica ¢isel (predpoklad: vyraz v menovatel'och # 0):

_ b2C3d1+b1C2d3 +b3 Cle_bZ C1d3—b3 CZdl_b1C3d2

a1b2C3 +a3b1C2+a2b3 C1—a3b2C1—a1b3 Cy —azblc3

_ 31C3d2 +a3C2d1+32C1d3—a3 C1d2—31C2 d3—32C3d1

y

alb2C3 +a3b1C2 +azb3C1—a3b2C1—alb3 Co —azb1C3

7= a1b2d3 +a3b1d2 +a2b3 dl—a3b2d1—a1b3d2 —azb1d3

a1b2c3+a3b1c2+azb3c1—a3b2C1—alb3C2—a2b1C3
Postup pri rieSeni je taky, Ze postupne eliminujeme nezname. Nasobenim a s¢itanim dvoch a dvoch rovnic
dostaneme sustavu dvoch rovnic s dvomi nezndmymi. Potom uz ten d’alsi sposob si zvolime sami.
RieSte v mnozine M = R x R x R ststavy rovnic:

a, 2x—3y+z=22 b,
—X+ 2y — 4z=-30
3x —y+2z=25

2x+3y=1
4y + 52=—6
3x — 6y — 2z=-5

a,
2X—-3y+z2=22
-X+2y—4z=-30 .+ 2.11.
3X-y+2z2=25 /3.01. + 111
2X -3y +2=22
-2x + 4y — 8z = -60
y—7z=-38
-3x + 6y — 122 =-90
3Xx—y+22=25
5y —10z = -65
y—7z=-38 1.(-5)
Sy —10z = -65
-5y + 352 =190
Sy —10z = -65 1.+ 11.
252 =125 [:25
Z=5

y—7.5=-38



y - 35=-38 /+35
y=-3

2x —3.(-3)+5=22
2x+9+5=22 /-14
2X=8 /:2
X=4
P =[4; -3; 5] + skaska

b,
2x+3y=1
4y + 5z = -6
3X—6y—22=-5 /3.1. + (-2).111.
6x +9y =3
-6x +12y +4z =10

21y +4z =13 1.5
4y + 572 = -6 1.(-4)
105y + 20z = 65
-16y — 20z =24 /l.+11.
89y =89 /:89
y=1
2x+3.1=1
2x+3=1 /-3
2X=-2 [:2
x=-1

41+5z2=-6
4+572=-6 /-4
5z2=-10 /:5
z2=-2
P=[-1; 1; -2] + skuska

Dané sustavy rovnic rieSte v mnozine R x R. Najdené vysledky overte skuiskou.

a, 3x=27 b, —3x + 2y=11
x+2y=11 3y=3

c, 11x — 21y =6 d, 12,8x — 131y=287,6

5x=8 —41,2x=82,4
Dané sustavy rovnic rieSte v mnozine R x R. Najdené vysledky overte skuiskou.
a,—x+y=2 b, 2x=18 c, 3x=12
y=3 y=2 —2y=3

d, 2,1x=5 e, —7x=21 f, 2,8x=11,2

—3y=0 8y=-24 2y=—8

Ststavy rovnic rieste v mnozine R x R:
8, 2x—y)+3=x—-3(y—-2)+2 b, -2x+1) - (x—y)=3x+y+5
Ix—y=—(x+y) +12 x+2y=%(y+2x)—1,5
C, 3x—2+y=16x— (4,6 —y)
32y —x) — 1,4=40

Rieste dané sustavy rovnic jednak substitu¢nou, jednak elimina¢nou metddou:

a, 5x — 11ly=—-67 b, 12y + 3z=-18
—3x+ 2y=8 4y — 72=42
c, —2a+ 21b=83 d, 8x+3t=77

6a+b=71 —2x + 5t=21



e, 7u+2v=11 f, 2x+9y=-2
—12u + 5v=-27 —3x + 5y=—34
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